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Rechenspafl mit Matrizen

01 2
1. SeiA:=|3 2 1| ¢ ngg(R).
1 10
a) Bestimme Det(A) mit dem Verfahren von Sarrus.
b) Existiert A~'? Wenn ja, bestimme mit einem Verfahren Deiner Wahl Det(A™1).
Wenn nein, begriinde, warum A~! nicht existiert.

c) Bestimme Det(§ - A x A").

1 0 1
2. Seiena € Rund B:= (2 a 1] € M3sx3(R).
1 1 0

Fir welche a € R ist B invertierbar?

2 3 05 0 51 4
o1 1to| , [5000
3. Seien C := 113 0 , D= 3 7 3 7 € Myxa(R).
31 1 4 4 0 01
a) Bestimme Det(C).
b) Bestimme Det(D).
c) Bestimme Det(C x D).
-3 -1 2
4. Sei F := 1 =3 0] € Msx3(R).
1 -2 0

Existiert £~'? Wenn ja, dann bestimme E~! mit einem Verfahren Deiner Wahl.
Wenn nein, begriinde, warum E~! nicht existiert.

1 0 3
5. Selena € Rund F:= | =1 2 1| € Ms,3(R).
4 0 a

Fiir welche a € R gilt Rg(F') = 27

6. Sei G := S M4X3(R).

o= O =
[
DN W =

Bestimme Rg(G).



10.

11.

—-a 0 2

a 0 1
.Seiena € Rund H:= [0 a+1 0],JJ:=| 0 —a 0] € Msy3(R).
1 a 0

1 a O

Fiir welche a € R gilt Rg(H) = Rg(J)?

0 2

1
. Sefena € Rund K := [0 a 16| € M3x3(R).
a

-1 4

Fiir welche a € R existiert K ~!? Gilt dann Rg(K) = Rg(K~1)?

2 4 =5
.SeiL:=1 3 3 2 € M3sx3(R).
-4 -5 6

Bestimme eine Losung fiir das lineare Gleichungssystem
x+ L = (11,17, —17) mit Hilfe der CRAMER’SCHEN Regel.

Sei M :=

1
0
1 c M4X4(R).
1

SO = =
O = = O
=0 O

Bestimme eine Losung fiir das lineare Gleichungssystem
x* M = (3,2,6,1) mit Hilfe der CRAMER’SCHEN Regel.

9 -7 10 0 3
7T 12 0 0 1
SeiN:=|8 -6 5 1 1| & Msxs(R).
1 -1 5 -1 2
0O 0 0 0 1

Bestimme Det(N) mit einem Verfahren Deiner Wahl.
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Abbildungsmatrizen

1. Gegeben sei die Matrix

2 4 4
B:=14 -2 6
1 -3 1

Gibt es einen R-Vektorraum V und geeignete R-Basen so, dass B die Abbildungs-
matrix eines R-Automorphismus auf V' beziiglicher dieser Basen ist? Bitte begriin-
den!

2. Sei C die geordnete Standardbasis von R3 und o € Homg(V, V') gegeben durch

o 5 5 6
M(a,0,C)=|-2 -2 6
4 5 6

a) Ist M(a,C,C) invertierbar? Bitte begriinden!
b) Bestimme Bild(a) und Kern(a)!

3. Sei K ein Korper und seien V, W zwei K-Vektorraume. Weiter sei m := dimg (V') # dimgW =: n.
Wahr oder Falsch? Es gibt ein 8 € Homg (V, W) so, dass  bijektiv ist.

4. Seien V := R3 und b; := (1,1,0), by := (0,—1,0), b3 := (0,0,2). Weiter sei
B := (by,be,b3) und o : V — V sei definiert durch:

(1l = b2 + b37 (21 = (27 17_2)7 g = (17 _170)
a) Zeige, dass B eine geordnete R-Basis von R? ist.
b) Bestimme M (o, B, B)!

c) Ist « bijektiv? Bitte begriinden.

d) Berechne die Bilder von (1,0,2) und (1, —1,0) unter o!



. Sei wieder V := R3 und B := ((~1,2,3),(1,—-1,2),(0,2,1)). Wir bezeichnen die
Vektoren in B der Reihe nach mit b1, b, b3 und diirfen wissen, dass B eine geordnete
R-Basis ist. Weiter sei ¢ € Homg(V, V) gegeben durch:

bf =(-1,3,8), bg = 3bs, (1,1,3)? =(0,5,7).

a) Es sei C die geordnete Standardbasis des R?. Berechne A := M(p, B, B) und
A:=M(p,B,C)!

b) Berechne (2,0,2)%!

c) Ist ¢ surjektiv? Bitte begriinden!

d) Welchen Rang hat A? Welchen Rang hat A?

e) Bestimme ein Urbild von (0,3, —3) unter . Gibt es weitere Urbilder?

. Sei B € Homp (R3, R?). Sei weiter B die geordnete Standardbasis von R3 und C die

2 3
geordnete Standardbasis von R2, Es sei A := M(8,B,0) = [1 —1|. Bestimme
0 -1

Kern(B)! Ist 8 injektiv?
. Sei V :=R* und B := ((b1, by, b3, bs)) eine geordnete R-Basis von V. Sei a gegeben
durch:
b? = 2by, b% = by + b3, bg = 2bq, bg = b3
a) Gib eine R-Basis von Bild(«) an!
b) Es sei U := (by, b3)r. Bestimme U?!

. Sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum mit der geordneten K-Basis (b1, bo, b3).
Weiter sei 0 # ¢ € K fest. Die lineare Abbildung o € End(V) sei definiert durch:

by =0 - b, b3 =b1, b5 = b1 + b2
Sei U <g V mit U = <bl,b2>K. Zeige: U =U.

. Sei K ein Korper, n € Nund V := K". Weiter sei A € M, «x,(K) und n € End(V)
wie folgt definiert: Fur alle v € V sei v := v x A.

Wahr oder Falsch? Fiir jede geordnete K-Basis B von V gilt: M(n, B, B) = A.
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Lineare Gleichungssysteme

1. Gegeben seien das Lineare Gleichungssystem

r1+3ra+x3=1
2x1 + 519+ 2x3=0
41 + 629 + 223 =1

6 4 8
die Matrix B:= | 4 0 8 | und der Vektor b:= (1,1,1).
1 11

a) Schreibe das Gleichungssystem in die Form z * A = d um und kennzeichne
die Koeffizientenmatrix, den Ergebnisvektor und den Variablenvektor jeweils
mit blau, rot und griin.

b) Schreibe nun die erweiterte Koeffizientenmatrix A* hin und bestimme den
Rang von A*. Was kannst du jetzt iiber die Losungsmenge sagen ohne sie
explizit zu berechnen?

¢) Nun einmal andersherum:

Schreibe das Gleichungssystem x * B = b mit einzelnen Gleichungen und

Variablen z1, x2, x3 hin.

d) Bestimme nun fiir das Gleichungssystem aus (c) die Losungsmenge, indem du
eine Losung erratst und dann mit dem dazugehorigen HLGS weitermachst.

3 0
2. Vervollstindige die Koeffizientenmatrix A := 4 | so, dass das Lineare

Gleichungssystem =« A = (1,2, 1)
a) genau eine Losung hat.

b) unlésbar ist.

1 2 0
3. Seien A:=| 3 11 10 | und d:= (a,6,0).
0 5 10

a) Wéhle a € R so, dass das Lineare Gleichungssystem = x A = d keine Losung
besitzt.

b) Fiir welche a € R ist das Lineare Gleichungssystem = « A = d l6sbar und wie
sieht dann die Losungsmenge aus?



4. Gegeben ist das Lineare Gleichungssystem

x4+ 3x9 + 623 =4
2x1 +4xg + 223 = 2
2x1 + lzo + 323 = —8

Bestimme mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren die vollstindige Losungs-
menge des LGS.

. (100
5. GegebenlstA.—<0 0 1).

a) Was kannst du iiber die Losbarkeit/Losungsmenge des Gleichungssystems
xxA=1(0,1,0) sagen?

b) Was kannst du iiber die Losbarkeit/Losungsmenge des Gleichungssystems
x+ A= (1,0,1) sagen?

6. Gegeben sei das Lineare Gleichungssystem x * = (0,0,0).

W N =
— s W
Tl = O

a) Ist die Losungsmenge des LGS ein R-Teilraum von R3?

b) Falls die Losungsmenge ein R-Teilraum ist, welche Dimension hat dieser dann?
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Eigenwerte/Eigenvektoren

1. Gegeben sei der R-Vektorraum R3. Weiter sei die geordnete R-Basis
B gegeben durch B := ((—2,1,0),(0,1,1),(0,0,—1)) und die Abbildung o € End(V)
sei bestimmt durch die folgenden Bilder:

(—=2,1,0)* = (-2,1,0)
(0,1,1)* = (—4,-3,-3)
(0,0,-1)* = (-2,-2,-3)

a) Bestimme Spek(a)!

b) Gib zu jedem Eigenwert die Dimension des Eigenraumes an!
c) Bestimme zu einem Eigenwert den Eigenraum!

d) Priife, ob a diagonalisierbar ist!

2. Es sei V := R3 und a € Homg(V,V). Folgendes ist iiber o bekannt: 2 ist ein
Eigenwert von o mit Eigy (o, 2) = ((1,0,0), (0,1,0))g. 4 ist ein Eigenwert von a.

Zeige: Spek(a) = {2,4}.

3. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und o € End(V). Weiter seien
A € Spek(a),v; € Eigy (o, \) und ve € V.

Zeige: Ist {v1,v2} linear abhéngig, so ist vy € Eigy (a, A).

4. Es sei V := R3 und C sei eine geordnete R-Basis von V. Der Homomorphismus
~v:V — V sei gegeben durch die Abbildungsmatrix:

Zeige, dass v nicht diagonalisierbar ist.

5. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum der Dimension 4. Weiter seien
v1,v9,v3,v4 € V S0, dass {vy, v, v3,v4} K-linear unabhéngig ist. Es sei 8 € End (V)
und es gelte

B
v] = 31, vg = 4vo, vg = —v3, Uf = —wy

Zeige, dass (8 diagonalisierbar ist!
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Zusammenhinge

1. Sei B die geordnete Standardbasis des R3. Seien weiter a € R
und a € Endg(R?) durch folgende Abbildungsmatrix gegeben :

1 2 2
A=M(,B,B)=[1 3 5] e Mss(R).
1 -1 2

a) Berechne nachvollziehbar mittels Leibniz-Formel und Entwicklung nach der
2.Zeile die Determinante von A.

b) Begriinde, warum « bijektiv ist und berechne M (a1, B, B)

c) Ersetze in der Abbildungsmatrix A die letzte Zeile durch (1, —1,a). Fiir wel-
chen Wert von a ist « nicht bijektiv?

d) Schreibe fiir diesen Wert von a den Spaltenraum von A als Lésungsmenge
eines linearen Gleichungssystems.

2. Sei B die geordnete Standardbasis des R3. Sei o € Endg(R?) durch folgende Ab-
bildungsmatrix gegeben :

-1 0 3
A=M(,B,B)=[-1 2 1] € M3,3(R).
-1 1 2

a) Zeige, dass P(z) := 2® — 322 + 2z das charakteristische Polynom von « ist
und gib die Eigenwerte von « an.

b) Stelle das lineare Gleichungssystem auf, dessen Losungsmenge genau Eigg (o, 0)
ist und 16se es nachvollziehbar mit dem Gauf-Algorithmus.

c) Welche Dimension haben Kern(a) und Bild(«)?
Gib eine R-Basis von Kern(a) an und ergiinze diese zu einer R-Basis von R3.

d) Ist a bijektiv?



3. Sei B die geordnete Standardbasis des R3. Sei o € Endg(R?) durch folgende Ab-

5 0 4
bildungsmatrix gegeben: A := M(a, B,B) = [0 —6 0| € M3y3(R).
1 0 2

a) Berechne die Eigenwerte A1, A2, A3 von «.

b) Sei P,(x) := a32®+asx® 4 a1z +ap mit a3, az, a1, ap € R das charakteristische
Polynom von «a.
Sei M die Menge aller 3 x 3-Matrizen iiber R. Zeige, dass P,(A) = 0y gilt.
(Hinweis: P,(A) ist durch den Einsetzhomomorphimus erklart.)

c) Bestimme aus P,(A) = 0y die inverse Matrix A1
d) Bestimme fiir jedes j € {1,2,3} die Losungsmenge des homogenen Glei-
chungssystems x(A—X\;I) = Ogs und zeige, dass C = ((1,0,1),(0,1,0),(—1,0,4))

eine R-Basis von R3 bestehend aus Eigenvektoren ist.

e) Berechne M(a, C,C). Ist o diagonalisierbar?



